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S t r e s z c z e n i e

W prezentowanej pracy przedstawiono zagadnienie oszacowania optymalnego nak³adu czynników produkcji
takich jak praca i kapita³ w górnictwie wêgla kamiennego. Jako kryterium optymalizacji zastosowano mini-
malizacjê kosztu wytworzenia okreœlonej produkcji. Wartoœæ produkcji wytworzonej opisano funkcj¹ potêgow¹
typu Cobba-Douglasa, a koszt produkcji – funkcj¹ liniow¹. Ze wzglêdu na charakter funkcji celu, do rozwi¹zania
zagadnienia zastosowano metodê programowania nieliniowego po wprowadzeniu do funkcji nieoznaczonych
mno¿ników Lagrange’a.

Wprowadzenie

Jednym z podstawowych dylematów podmiotów zarz¹dzaj¹cych gospodark¹ jest prob-
lem doboru w³aœciwych relacji iloœciowych pomiêdzy czynnikami wykorzystywanymi
w procesie produkcyjnym. Najwa¿niejszymi czynnikami od których zale¿¹ efekty pro-
dukcyjne s¹ praca ludzka i kapita³. Od wielkoœci nak³adów tych czynników zale¿y wielkoœci
produkcji, a w³aœciwe ich wykorzystanie jest jednym z kluczowych zagadnieñ dotycz¹cych
poprawy efektywnoœci gospodarowania.
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Z punktu widzenia relacji miêdzy efektami i nak³adami w procesie podejmowania
optymalnych decyzji kierowniczych mo¿e wyst¹piæ jedna z dwóch nastêpuj¹cych sytuacji:

— maksymalizacja efektów (zysków) przy okreœlonym poziomie nak³adów czynników
wytwórczych,

— minimalizacja nak³adów przy okreœlonym poziomie efektów.
Równoczesna optymalizacja efektów i nak³adów jest zadaniem sprzecznym.
Próba okreœlenia w³aœciwych relacji pomiêdzy wymienionymi czynnikami produkcji dla

bran¿y górnictwa wêgla kamiennego w Polsce wymaga okreœlenia zale¿noœci funkcyjnych
miêdzy ³¹cznymi efektami i nak³adami a wielkoœci¹ czynników produkcji zaanga¿owanych
w procesie wydobywczym.

W okresie reformowania górnictwa wêgla kamiennego zasadniczym zmianom ulega³y
relacje miêdzy nak³adami zaanga¿owanych czynników produkcji (redukcja zatrudnienia, ogra-
niczenie inwestycji, restrukturyzacja w³asnoœciowa itp.). Znacz¹cemu ograniczeniu uleg³a
wielkoœæ wydobycia, a tak¿e – co siê z tym wi¹¿e – zredukowane zosta³y zdolnoœci produkcyjne.

Zagadnienie pomiaru zale¿noœci, jakie wystêpuj¹ pomiêdzy nak³adami pracy ¿ywej
i przedmiotów pracy oraz zasobami trwa³ych œrodków pracy a iloœci¹ (b¹dŸ wartoœci¹)
uzyskanego produktu jest jednym z wa¿niejszych problemów analizy procesów wydo-
bywczych. Mo¿liwoœci takie daje funkcja produkcji, stanowi¹ca ekonometryczny model
zale¿noœci miêdzy efektami i nak³adami. W zale¿noœci od stopnia agregacji danych sta-
tystycznych u¿ytych do aproksymacji parametrów strukturalnych funkcji produkcji, prze-
prowadzona na podstawie takiego modelu analiza procesu wydobywczego mo¿e dotyczyæ
pojedynczego zak³adu górniczego, grupy kopalñ lub ca³ej bran¿y górnictwa.

Ekonometryczna analiza funkcji produkcji, to jest okreœlenie postaci tej funkcji na
podstawie danych statystycznych, opiera siê – jak to ujmuje Z. Paw³owski (1969) – na
czterech zasadniczych za³o¿eniach, które mo¿na sformu³owaæ w sposób nastêpuj¹cy:
a) badane przedsiêbiorstwa nie zmieniaj¹ stosowanej technologii i techniki w sposób przy-

padkowy, produkuj¹c na przestrzeni d³u¿szych okresów czasu w oparciu o tê sam¹
technologiê;

b) w ramach okreœlonej technologii wytwarzania stosunki iloœciowe pomiêdzy wielkoœci¹
nak³adów poszczególnych czynników a wielkoœci¹ produkcji pozostaj¹ b¹dŸ niezmienne
w d³u¿szych okresach czasu, b¹dŸ te¿ wystêpuj¹ce w nich zmiany maj¹ charakter
powolny, regularny i systematyczny;

c) statystyczne wyznaczenie funkcji produkcji dla przedsiêbiorstwa lub grupy przedsiê-
biorstw (np. ga³êzi przemys³u) dokonywane jest tylko wtedy, gdy stosowana jest przez
badane podmioty produkcyjne ta sama technologia produkcji;

d) ekonometryczne funkcje produkcji wyra¿aj¹ zwi¹zki miêdzy nak³adami a produkcj¹
w normalnych warunkach produkcyjnych i przy za³o¿eniu przeciêtnych zdolnoœci or-
ganizacyjnych i kierowniczych. Funkcje te nie wyra¿aj¹ zatem tych relacji, jakie mo¿na
by otrzymaæ w warunkach idealnych.
Reforma górnictwa wêglowego prowadzona jest w sposób planowy i systematyczny,

a przemiany maj¹ doprowadziæ do osi¹gniêcia zaplanowanych celów. W procesie tym
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poziom wykorzystywanych czynników wytwórczych zmienia siê, a ponadto ró¿na jest
produktywnoœæ czynników pracy i kapita³u (Franik 2005). Poniewa¿ funkcja produkcji
u¿yta do opisu procesu wydobywczego bran¿y górnictwa wêgla kamiennego jest funkcj¹
potêgow¹, dla wyznaczenia docelowych relacji miedzy prac¹ i kapita³em mo¿na wyko-
rzystaæ metody programowania krzywoliniowego.

1. Produkcja i koszt produkcji jako funkcje nak³adu czynników wytwórczych

Podchodz¹c generalnie do zagadnienia, zasadniczym problemem zak³adu górniczego
jako jednostki wydobywczej jest okreœlenie wielkoœci wydobycia przy wykorzystaniu okre-
œlonego nak³adu czynników wytwórczych z uwzglêdnieniem relacji miêdzy cenami tych
czynników a cen¹, jak¹ mo¿na uzyskaæ ze sprzeda¿y produkcji.

Wykorzystanie czynników produkcji w gospodarce mo¿na traktowaæ jako problem
alokacji zasobów, na który wp³yw maja trzy podstawowe elementy:

— koszty u¿ycia czynników produkcji, takich jak œrodki trwa³e, si³a robocza, kapita³
i ich ceny,

— proces produkcji opisany funkcj¹ produkcji,
— przychody ze sprzeda¿y wytworzonej produkcji, na które wp³ywa popyt na rynku

oraz ceny.
Z punktu widzenia systemu ekonomicznego, rola zak³adu górniczego polega na prze-

kszta³ceniu nabywanych czynników wytwórczych w produkt, który jest nastêpnie sprzeda-
wany na rynku. Przyjmuj¹c, ¿e g³ównym celem przedsiêbiorstwa jest maksymalizacja zysku,
nale¿y go wyznaczyæ okreœlaj¹c koszty produkcji oraz uzyskiwane przychody.

Je¿eli w procesie wydobywczym wykorzystywanych jest r czynników produkcji, to
³¹czne koszty produkcji, w przypadku opisania ich funkcj¹ liniow¹, wynios¹ (Jêdrzejczyk
i in. 1996):
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Wielkoœæ produkcji firmy (y) jest funkcj¹ zaanga¿owanych czynników produkcji, co
wyra¿a relacja:

y f x F x xr� �( ) ( , ... , )1 (2)

Przychody przedsiêbiorstwa uzyskane ze sprzeda¿y produkcji wynosz¹:

R cT( )y y� (3)
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� — wektor cen produkowanych wyrobów.

Zysk przedsiêbiorstwa jest natomiast ró¿nic¹ pomiêdzy przychodami a kosztami produkcji:

Z R C( ) ( ) ( )x, y y x� 
 (4)

Jeœli zatem znane s¹ zale¿noœci funkcyjne pomiêdzy przychodami i kosztami a nak³adami
czynników produkcji, to mo¿liwa jest analiza ekonomicznych relacji miêdzy efektami
i nak³adami, przy dowolnie przyjêtych kryteriach, takich jak:

— maksymalizacja zysku przy okreœlonych kosztach produkcji,
— minimalizacja kosztów wytworzenia dla danej wielkoœci produkcji,
— granica op³acalnoœci prowadzenia dzia³alnoœci produkcyjnej.
Maksymalizuj¹c funkcjê Z(x,y) mo¿na wyznaczyæ wielkoœæ wydobycia, przy której zysk

jest najwiêkszy lub te¿ wielkoœæ wydobycia jako funkcjê ceny sprzeda¿y. Alternatyw¹ dla
kryterium maksymalizacji zysku mo¿e byæ kryterium minimalizacji kosztów produkcji.
Wówczas w procesie optymalizacji minimalizuje siê funkcjê C(x) w odniesieniu do za³o-
¿onego programu (wielkoœci) wydobycia.

2. Aproksymacja parametrów strukturalnych funkcji produkcji

i funkcji kosztów produkcji

Jak ju¿ wspomniano, funkcja produkcji ujmuje zale¿noœæ produkcji od nak³adu czyn-
ników. Zarówno produkcjê jak i nak³ady czynników produkcji mo¿na ujmowaæ iloœciowo
i wartoœciowo. Obydwa sposoby podejœcia maj¹ swych zwolenników i przeciwników. Jeœli
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chodzi o produkcjê, to najw³aœciwsze by³oby ujmowanie jej w jednostkach naturalnych,
szczególnie w przypadku tak wzglêdnie jednorodnego produktu, jakim jest wêgiel ka-
mienny. Jednak w przypadku analizy ca³ej bran¿y, sk³adaj¹cej siê z wielu jednostek pro-
dukcyjnych, ujêcie w jednostkach naturalnych jest zwykle niemo¿liwe. Z koniecznoœci
zatem ujmuje siê wytworzony produkt wartoœciowo, z tym, ¿e dla uzyskania jednorodnoœci
i porównywalnoœci danych Ÿród³owych nale¿y stosowaæ odpowiednie korekty odzwier-
ciedlaj¹ce zmiany cen sprzeda¿y wêgla.

Podobnie alternatywnie mo¿na ujmowaæ nak³ad pracy ¿ywej. Przy niskim stopniu agre-
gacji danych (zak³ad górniczy) mo¿na go mierzyæ liczb¹ zatrudnionych lub czasem prze-
pracowanym. Przy wy¿szym stopniu agregacji danych (np. bran¿a, ga³¹Ÿ przemys³u) bar-
dziej w³aœciwe jest ujmowanie pracy ludzkiej wartoœciowo. Najtrudniej ujmowaæ iloœciowo
nak³ad kapita³u. W zdecydowanej wiêkszoœci przypadków analizy funkcji produkcji jest to
wrêcz niemo¿liwe (bez stosowania istotnych za³o¿eñ upraszczaj¹cych odnosz¹cych siê do
aktywów trwa³ych), ze wzglêdu na du¿¹ ró¿norodnoœæ zaanga¿owanych w procesie pro-
dukcyjnym przedmiotów pracy. Dodatkow¹ trudnoœci¹ przy gromadzeniu odpowiedniego
materia³u statystycznego dotycz¹cego tej zmiennej jest okreœlenie jej poziomu netto, to jest
wartoœci maj¹tku po potr¹ceniu faktycznego (a nie tylko ksiêgowego) jego zu¿ycia. Inna
trudnoœæ dotycz¹ca nak³adu kapita³u zwi¹zana jest z brakiem informacji odnoœnie do stopnia
wy- korzystania trwa³ych sk³adników maj¹tkowych w procesie wydobywczym. Sam wysoki
poziom trwa³ych sk³adników maj¹tkowych w przedsiêbiorstwie nie musi byæ skorelowany
z ich wysok¹ produktywnoœci¹.

Przy aproksymacji parametrów strukturalnych funkcji wartoœci produkcji i funkcji kosz-
tów produkcji ujmowano wszystkie zmienne (zale¿ne i niezale¿ne) wartoœciowo jako dane
odnosz¹ce siê do jednego roku, wyra¿one w mln z³/rok. W obliczeniach pos³u¿ono siê danym
statystycznymi z okresu 1995–2004, czyli okresu intensywnych przemian w bran¿y. War-
toœci nominalne, obliczone z u¿yciem cen bie¿¹cych wyra¿ono w wartoœciach realnych,
przeliczaj¹c je na warunki cenowe roku bazowego, za który przyjêto rok 1995. Miar¹
nak³adu kapita³u jest ³¹czna wartoœæ brutto œrodków trwa³ych, natomiast nak³ad pracy
ludzkiej okreœlono mno¿¹c przeciêtne roczne zatrudnienie w bran¿y i roczne wynagrodzenie
brutto. Dane te zestawiono w tabeli 1.

Wartoœæ produkcji sprzedanej w bran¿y opisano dwuczynnikow¹ funkcj¹ potêgow¹ typu
Cobba-Douglasa o nastêpuj¹cej postaci matematycznej:

Y X Xt t t t� � � 
1 2

1 2 (5)

gdzie:
Yt — wartoœæ produkcji w okresie t,
X1t — nak³ad pracy ludzkiej w okresie t,
X2t — nak³ad kapita³u w okresie t,
�, 1, 2— parametry strukturalne funkcji produkcji,
�t — sk³adnik losowy.
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Koszt produkcji w bran¿y opisano dwuczynnikow¹ funkcj¹ liniow¹ w postaci:

C a a X a Xt t t t� � � �0 1 1 2 2 � (6)

gdzie:
Ct — koszt produkcji w okresie t,
a0, a1, a2 — parametry strukturalne funkcji kosztu produkcji.

Parametry strukturalne a1 i a2 s¹ jednostkowymi kosztami (cenami) zaanga¿owanych
czynników produkcji, wed³ug których s¹ wynagradzane czynniki produkcji.

W wyniku aproksymacji parametrów strukturalnych badanych funkcji z zastoso-
waniem metod ekonometrycznych, uzyskano nastêpuj¹ce wartoœci parametrów struktu-
ralnych:

— dla funkcji produkcji:
– � = 9,8585
– 1 = 0,7835
– 2 = 0,0476
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TABELA 1

Dane Ÿród³owe do oszacowania parametrów strukturalnych funkcji produkcji
i funkcji kosztów [mln z³]

TABLE 1

The source data to estimation of parameters of structural functions of production
and function costs [million z³]

Lata Nak³ad pracy Nak³ad kapita³u Wartoœæ produkcji Koszt produkcji

1995 4 642,0 12 189,8 12 563,9 12 662,7

1996 4 926,7 24 375,7 13 253,1 13 448,2

1997 4 661,1 20 491,0 13 111,9 13 114,6

1998 4 495,1 17 082,1 10 823,1 11 344,2

1999 4 765,1 15 702,2 10 166,2 9 693,9

2000 4 030,2 13 639,9 9 652,0 8 169,6

2001 3 700,1 13 355,3 9 294,8 7 915,7

2002 3 579,2 12 851,9 8 833,7 7 621,3

2003 3 213,3 9 758,2 8 076,0 7 804,0

2004 3 411,2 10 065,9 10 803,4 7 620,6

�ród³o: Opracowanie w³asne na podstawie danych statystycznych (Rocznik... 1996–2005)



— dla funkcji kosztu produkcji:
– a0 = –3147,37
– a1 = 2,7327
– a2 = 0,1182

Miar¹ jakoœci dopasowania modelu ekonometrycznego do opisywanej rzeczywistoœci
jest wspó³czynnik zgodnoœci. Jest on obliczany jako stosunek sumy kwadratów odchyleñ
wartoœci rzeczywistych i teoretycznych do sumy kwadratów odchyleñ wartoœci rzeczy-
wistych od wartoœci œredniej badanego parametru. Jego wartoœæ powinna siê zawieraæ
w przedziale (0, 1), a im ni¿sza jego wartoœæ, tym lepsza „jakoœæ” modelu. W analizowanym
przypadku wartoœci wspó³czynników zgodnoœci wynosz¹:

— dla funkcji produkcji: 0,3814,
— dla funkcji kosztu produkcji: 0,2167.
Nale¿y uznaæ, ¿e poziom wspó³czynników zgodnoœci jest zadowalaj¹cy i aproksy-

mowane modele ekonometryczne opisywanych zjawisk gospodarczych mog¹ s³u¿yæ do
prowadzenia analizy tych procesów.

Na rysunku 1 przedstawiono kszta³towanie siê wartoœci produkcji bran¿y górnictwa
wêgla kamiennego – rzeczywistych i oszacowanych na podstawie aproksymowanej funkcji
produkcji, natomiast na rysunku 2 kszta³towanie siê kosztów produkcji – odpowiednio
rzeczywistych i teoretycznych, obliczonych z wykorzystaniem aproksymowanej funkcji
kosztów dla bran¿y wêgla kamiennego.
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Rys. 1. Rzeczywista i oszacowana na podstawie modelu teoretycznego wartoœæ produkcji

(poziom cen z roku 1995)

Fig. 1. Real and estimated on basis of theoretical model value of production (level of prices with year 1995)



Przedstawione wykresy obrazuj¹ spadkowy trend kszta³towania siê w czasie badanych
wielkoœci ekonomicznych w okresie reformy górnictwa wêglowego.

3. Optymalizacja struktury nak³adów czynników produkcji

w bran¿y górnictwa wêgla kamiennego

Zagadnienie wyznaczenia optymalnej wielkoœci nak³adów poszczególnych czynników
produkcji mo¿na sprowadziæ do problemu okreœlenia minimalnej wartoœci funkcji kosztu
produkcji C(X1, X2) przy uwzglêdnieniu warunku ograniczaj¹cego opisanego funkcj¹ pro-
dukcji. W ten sposób mo¿emy minimalizowaæ koszty przy okreœlonej, czyli sta³ej wartoœci
produkcji. Ze wzglêdu na fakt, ¿e podstawowy warunek ograniczaj¹cy jest funkcj¹ po-
têgow¹, tak sformu³owany problem decyzyjny mo¿na zapisaæ jako program nieliniowy
i rozwi¹zaæ go za pomoc¹ metody nieoznaczonych mno¿ników Lagrange’a.

W metodzie tej, jeœli funkcja celu f(x) posiada ekstremum bezwarunkowe, które
nie spe³nia warunków ograniczaj¹cych, to funkcjê celu przekszta³ca siê w funkcjê
Lagrange’a:

L f gi i

i

r

( , ) ( ) ( )x x x� �� �
�
�

1

(7)
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Rys. 2. Rzeczywisty i oszacowany na podstawie modelu teoretycznego koszt produkcji

(poziom cen z roku 1995)

Fig. 2. Real and estimated on basis of theoretical model cost of production (level of prices with year 1995)



gdzie �i to nieoznaczone mno¿niki Lagrange’a, natomiast gi(x) to funkcje wektora x,
stanowi¹ce warunki ograniczaj¹ce w modelu matematycznym zadania decyzyjnego. Funkcje
te mog¹ byæ w postaci liniowej lub nieliniowej, przy czym zarówno w odniesieniu do funkcji
celu jak i warunków ograniczaj¹cych zak³ada siê, ¿e s¹ ci¹g³e.

Tym sposobem zastêpuje siê szukanie ekstremum warunkowego funkcji celu szukaniem
ekstremum bezwarunkowego funkcji Lagrange’a. Aby okreœliæ optymalne wartoœci zmien-
nych decyzyjnych, oblicza siê pochodne cz¹stkowe funkcji Lagrange’a wzglêdem zmien-
nych decyzyjnych oraz wzglêdem mno¿ników Lagrange’a, a nastêpnie przyrównuje siê te
pochodne do zera.

W analizowanym tu przypadku problem sprowadza siê do wyznaczenia optymalnych
wartoœci zmiennych X1* oraz X2*, minimalizuj¹cych funkcjê celu w postaci:

min C(X1, X2) = min (–3147,37 + 2,7327 X1 + 0,1182 X2) = C(X1*, X2*) (8)

przy uwzglêdnieniu warunku ograniczaj¹cego w postaci:

Y0 = 9,8585 X X
1
0 7835

2
0 0476, , (9)

gdzie:
Y0 — sta³a wartoœæ produkcji.

Model matematyczny zagadnienia uzupe³niaj¹ ponadto warunki brzegowe dotycz¹ce
nieujemnoœci zmiennych decyzyjnych.

Funkcja celu przekszta³cona w funkcjê Lagrange’a ma postaæ:

L = –3147,37 + 2,7327 X1 + 0,1182 X2 +

+ �(10 800 – 9,8585X X
1
0 7835

2
0 0476, , ) � min

(10)

Tym sposobem poszukiwanie ekstremum bezwarunkowego funkcji kosztu produkcji
zastêpuje siê poszukiwaniem ekstremum warunkowego funkcji Lagrange’a.

Jeœli za³o¿ymy sta³¹ wielkoœæ produkcji na obecnym poziomie wynosz¹c¹ oko³o
10 800 mln z³ (w cenach roku bazowego), to mo¿emy okreœliæ optymalne nak³ady czyn-
ników produkcji w tych warunkach.

Obliczamy pochodne cz¹stkowe funkcji Lagrange’a wzglêdem zmiennych decyzyjnych
i mno¿nika Lagrange’a oraz przyrównujemy je do zera:

�
�

L

X 1
= 2,73 – � 7,69X X

1
0 22

2
0 05
 , , = 0 (11)
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�
�

L

X 2
= 0,12 – � 0,49X X

1
0 78

2
0 95, ,
 = 0 (12)

�
��
L

= 10 800 – 9,86X X
1
0 78

2
0 05, , = 0 (13)

Warunkiem wystarczaj¹cym na istnienie minimum analizowanej funkcji jest to, aby
wyznacznik macierzy utworzonej z pochodnych cz¹stkowych drugiego rzêdu funkcji celu
by³ dodatni oraz aby dodatnie by³y równoczeœnie wartoœci wszystkich minorów g³ównych tej
macierzy.

Powy¿szy uk³ad równañ najlepiej rozwi¹zaæ eliminuj¹c mno¿niki � z wzorów (11) i (12),
czyli obliczaj¹c:

� �
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Po porównaniu tych wzorów w konsekwencji uzyskuj siê:

X1 = 0,575 X2 (16)

Zale¿noœæ ta okreœla optymalne relacje pomiêdzy nak³adem pracy ludzkiej i nak³adem
kapita³u (w naszym przypadku – wartoœci¹ brutto œrodków trwa³ych), umo¿liwiaj¹ce uzys-
kanie produkcji o za³o¿onej wartoœci.

Z równania (13) mo¿emy wyznaczyæ X1, które wynosi:
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Co po podstawieniu do wzoru (16) pozwala wyznaczyæ optymalne wartoœci zmiennych
decyzyjnych:

— X1* = 4442,56 mln z³,
— X2* = 7726,20 mln z³.
Odpowiadaj¹cy optymalnym wartoœciom zmiennych decyzyjnych koszt roczny wynosi

9906 mln z³ (wszystkie powy¿sze wartoœci odnosz¹ siê do poziomu cen roku bazowego,
czyli roku 1995).
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Oznacza to równoczeœnie, ¿e optymalna struktura nak³adów rozpatrywanych czynników
produkcji powinna dla górnictwa wêglowego wynosiæ:
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X
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4442 56

7726 20

1

174

*

*

,

, ,
� � (18)

Stosunek nak³adu kapita³u do nak³adu pracy ludzkiej, czyli techniczne uzbrojenie pracy
(wspó³czynnik kapita³och³onnoœci pracy) wynosi wiêc w tym przypadku 1,74 z³/z³, podczas
gdy w rzeczywistoœci w badanym okresie wynosi³ od 2,62 z³/z³ do 4,95 z³/z³, a w ca³ym
okresie œrednio 3,61 z³/z³.

WskaŸnik technicznego uzbrojenia pracy mo¿na wyliczyæ z zale¿noœci:

u = m · w (19)

gdzie:
u — techniczne uzbrojenie pracy,
m — kapita³och³onnoœæ,
w — wydajnoœæ.

Jeœli przyjmiemy, ¿e wspó³czynnik kapita³och³onnoœci jest sta³y (w rzeczywis-
toœci zmienia siê on nieznacznie), to mo¿na stwierdziæ, ¿e wydajnoœæ pracy jest linio-
w¹ funkcj¹ technicznego uzbrojenia pracy, czyli wzrost wydajnoœci mo¿na uzyskaæ tylko
w wyniku wzrostu wskaŸnika technicznego uzbrojenia pracy. Przy sta³ym zatrudnie-
niu i sta³ym nak³adzie pracy wymaga to poniesienia nak³adów inwestycyjnych w takim
samym stopniu, jakiego wymagamy w stosunku do wzrostu wydajnoœci. Tak wiêc, jeœli
na przyk³ad postulujemy wzrost wydajnoœci o 10%, to przy optymalnej strukturze na-
k³adu pracy i kapita³u wymaga to zwiêkszenia kapita³u o 10%, czyli zainwestowania
772,6 mln z³.

Przyjmuje siê, ¿e w procesie produkcyjnym zawsze wystêpuje w pewnym zakresie
mo¿liwoœæ wymiany jednego czynnika produkcji na drugi, zachowuj¹c sta³y poziom pro-
dukcji. Teoretyczne mo¿liwoœci substytucji jednego czynnika drugim mo¿na wyznaczyæ
z funkcji produkcji, przekszta³caj¹c j¹ do takiej postaci, gdy jeden z czynników produkcji
jest funkcj¹ drugiego (przy sta³ym poziomie wartoœci produkcji Y0). Graficznie funkcja taka
przedstawia tzw. krzyw¹ wyrównanej produkcji (izokwantê). Poruszaj¹c siê wzd³u¿ krzywej
wyrównanej produkcji mo¿na okreœliæ, jak¹ iloœæ jednego czynnika produkcji mo¿na za-
st¹piæ drugim czynnikiem bez zmiany poziomu produkcji.

Równanie izokwanty dla funkcji produkcji typu Comba-Douglasa na postaæ:
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Na rysunku 3 przedstawiono przyk³adowo rodzinê krzywych wyrównanej produkcji dla
produkcji o wartoœci odpowiednio: 10 800, 11 000 i 11 200 mln z³. Krzywe okreœlono
na podstawie funkcji o oszacowanych parametrach strukturalnych.

Produktywnoœæ badanych czynników produkcji, rozumiana jako stosunek wartoœci
produkcji do nak³adów danego czynnika w badanym okresie, kszta³towa³a siê nastê-
puj¹co:

— produktywnoœæ pracy ludzkiej – od 2,13 do 3,16 – œrednio w ca³ym okresie 2,57 z³/z³,
— produktywnoœæ kapita³u – od 0,54 do 1,07 – œrednio 0,71 z³/z³.
W przypadku optymalnej struktury nak³adów czynników produkcji odpowiednie wskaŸ-

niki produktywnoœci wynosz¹:
— produktywnoœæ pracy ludzkiej – oko³o 2,43 z³/z³,
— produktywnoœæ kapita³u – oko³o 1,40 z³/z³.
Jak z tego wynika, rzeczywista produktywnoœæ pracy ludzkiej (œrednia w badanym

okresie) jest zbli¿ona do wartoœci teoretycznej, natomiast teoretyczna produktywnoœæ ka-
pita³u (tzn. wartoœci brutto œrodków trwa³ych), jest znacznie wy¿sza od odpowiednich
wartoœci faktycznie wystêpuj¹cych w przemyœle wêglowym.
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Rys. 3. Teoretyczna zale¿noœæ nak³adu kapita³u od nak³adu pracy przy za³o¿eniu sta³ej wartoœci produkcji

Fig. 3. The theoretical dependence of expenditure of capital from expenditure of work with assumption

of constant value of production



Podsumowanie

Przekszta³cenia gospodarcze prowadzone w naszym kraju maj¹ fundamentalne zna-
czenie dla poprawy efektywnoœci gospodarowania. Szczególne znaczenie w tym procesie
ma reformowanie górnictwa wêglowego, ze wzglêdu na dotychczasow¹ rolê tego prze-
mys³u w gospodarce kraju oraz g³êbokoœæ i zakres dokonywanych przemian. Poprawa
efektywnoœci zawsze wi¹¿e siê z lepszym wykorzystanie czynników wytwórczych. W do-
tychczasowej praktyce zak³adów górniczych nie zawsze wykorzystuje siê w dostatecznej
mierze metod analizy danych informuj¹cych o wykorzystaniu czynników produkcji. W prak-
tycznej ocenie efektywnoœci czynników produkcji na szczeblu poszczególnych podmiotów
gospodarczych dominuj¹ bowiem w przewa¿aj¹cej mierze sposoby podejœcia intuicyjnego,
nie zawsze znajduj¹ce uzasadnienie naukowe.

Jakkolwiek ocena produktywnoœci czynników wytwórczych ma indywidualny charak-
ter, to jednak analiza tego zjawiska w skali ca³ej reformowanej bran¿y mo¿e wskazywaæ
na istotne tendencja w zakresie wykorzystania tych czynników. Takie ujêcie analizy
ekonomicznej znajduje swoje uzasadnienie w tym, ¿e w miarê przechodzenia z rozwoju
iloœciowego do rozwoju jakoœciowego oraz w sytuacji ograniczania wolnych si³ wytwór-
czych, wzrasta stopieñ kapita³och³onnoœci produkcji, co równoczeœnie mo¿e powodowaæ
obni¿enie produktywnoœci maj¹tku trwa³ego, przy równoczesnym zmniejszeniu nak³a-
dów pracy ¿ywej i uprzedmiotowionej przypadaj¹cej na jednostkê produkcji zak³adu
górniczego.

W warunkach restrukturyzacji górnictwa powinno siê w szerszym stopniu wykorzy-
stywaæ analizê ekonomiczn¹ w zakresie pog³êbienia metod badania wykorzystania czyn-
ników produkcji w powi¹zaniu z analiz¹ wyników produkcyjnych i finansowych. Mo¿e siê
to w znacznym stopniu przyczyniæ do poprawy wykorzystania rezerw tkwi¹cych w aktywach
zak³adów górniczych, a szczególnie w zakresie takich czynników wytwórczych, jak pro-
dukcyjne œrodki trwa³e.

Metody stosowane w ramach badañ operacyjnych, w tym programowanie nieliniowe
mo¿e stanowiæ przydatne narzêdzie w podejmowaniu racjonalnych decyzji w zakresie
zarz¹dzania czynnikami produkcji, okreœlenia optymalnej ich struktury oraz mo¿liwoœci ich
wzajemnej substytucji.

Praca naukowa finansowana ze œrodków na naukê w latach 2006–2009 jako projekt badawczy Nr 4 T12A 064 30
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TADEUSZ FRANIK

THE ATTEMPT OF OPTIMIZATION OF EXPENDITURES FACTORS PRODUCTION IN MINING

OF HARD COAL FROM TO USE THE NON – LINEAR PROGRAMMING

K e y w o r d s

Mining industry in Poland, mining of the hard coal, function of production, factors of production, non-linear
programming

A b s t r a c t

In article the problem of estimation of optimum expenditure of factors of productions such work and capital
in mining of hard coal was presented. As criterion of optimization was applied the minimization of cost
of producing. The value of production was circumscribed the exponential function of Cobb-Douglas type,
and the cost of production – the linear function. Regard on character of function of aim, to solution of question
was applied non – linear programming method after introduction to function of indeterminated Lagrange factors.
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